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1°® SERIE
Suites numeériques

LECON 1 :
raisonnement par récurrence

1. Raisonnement par récurrence : principe

Axiome :

Soit P(n) une proposition qui dépend d'un entier natar&oitny un entier naturel.
Pour démontrer pour tout entier naturehggue P(n) est vraie, il suffit de procéder en deux
étapes :

1 - vérifier queP(ng) est vraie

2 - démontrer que si pour @mtier naturel Bng P(n) est vraie, alor®(n+1) est vraie.

L'hypothese faite en 2, R(n) est vraie pour un entier naturekng » s'appelld’hypothése
de récurrence

L'étape 1 permet d'amorcer le processus, en &abtisin rang a partir duquel la proposition
P est valide.

L'étape 2 consiste a établir qu'a partir de ce raitigl, la propriété se transmet de proche en
proche, d'un rang au rang suivant.

On fait souvent une analogie avec un escalier -t thartes les marches seraient similaires.
Savoir gravir un escalier c'est savoir accederpdaniere marche (étape 1) puis savoir passer
de n'importe quelle marche a la suivante (étape 2).

2. Exemple de démonstration par récurrence

On souhaite démontrer par récurrence la relatiomalot la somme des carrées degsemiers
nombres entiers en fonction depour toutn entier naturel non nul :

Z”: 0 = n(n+1)(2n+1)

p=l 6

2 _ n(n+1)(2n+1) >

n
La propositionP a démontrer est la relation elle-mém) : « z p s

p=1
Le rang initialny est 1, puisque I'on cherche a démontrer la ralgbiour tout entier naturel
non nul.

On applique les deux étapes du raisonnement pamredce.
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1) vérifier que P est vraie a partir d’'un rang no .

Cela se traduit ici par la vérification &€l).
Pourn=1:
1
- le premier membre de I'égalité vaEt: p?=1
p=1
- le second membre vau >:<(1+1)6>< @+ _,

Les deux membres de I'égalité sont égar(g) est vérifice.

2) Montrer que siP(n) est vraie alorsP(n+1) est vraie.

P(n+1) s’écrit

n+l
« Sp*= (n+1)(n+1 +61)[2(n +1)+1] » autrement dit <z p2 = (n+3)(n +62)(2n 9
p=1
p=1

On cherche a démontrer cette relation en s’appuws@aiR(n), proposition supposée vraie par
hypothése de récurrence

i 0? = n(n+1)(2n+1)
=1

6
p

On ajoute i+ 1)* aux deux membres de la relation, ce qui reviejoater le carré suivant a la
somme des n premiers carres :
n
Z p2 +(n+1)2 - n(n+1)(2n+1) +(n+1)2
- 6
p=1
n+l
. +1)(2n+1
soit » p’ = D+ DENHD | 42
p=1 6

Or n(n+1)(2n+1)+(n+1)z _n(n+)(2n+)+6(n+H(n+1)
6 6
_ (n+D)[n(@n+1) +6(n +1)]
6
_ (n+)(2n* +7n+6)
6
ce qui équivaut a : (n+1)(n+62)(2n+3) .

n+l
On obtient ainsi la relationz p2 = (n+1)(n+62)(2n+3)

p=1

, qQui est la propositioR(n+1)

On vient d’établir que 9?(n) est vraie alor®(n+1) est vraie.

Conclusion :
La propositionP(n) est vraie pourn=1, etpour tout n> 1, siP(n) alors P(n+1) est
vraie : lapropriété P(n) est donc vraie pour toutn= 1.

Exercices
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1) Démontrer par récurrence les propositions siies:

a) Z n(n b , pour toutn entier naturel non nul

b) z W , pour toutn entier naturel non nul

c)n®—n est un multiple de 3 pour tontentier naturel supérieur ou égal a 2.

d) poura réel strictement positif, ()" > 1+na

2) Soit (4) définie pour tout n appartenantldpar :
Ug =2
Upyg =2u, +1
a) montrer par récurrence que pour tout n entierrabu, est positif

b) montrer par récurrence que pour toutfatu,
LECON 2
Suites numérigues monotones - Bornes

1. Monotonie

1.1 Définitions

Soit (up) une suite.

(un) estcroissantesi, pour tout entier N, Up+1

(up) estdécroissantesi, pour tout entier N, Un+1

(un) estmonotonesi elle est croissante ou décroissante.

1.2 Exemples

La suite (y) définie surld par y= n est croissante.

La suite (y) définie surd par y= -J/n est décroissante.




COURS DE TS MATHS -4

[ 1% SERIE }

La suite (y) définie surd\ {0} par u, = % est

décroissante.
La suite () définie sur] par y= (-1)" n’est pas
monotone.

1.3 Techniques d’étude

Différents moyens sont a notre disposition poudi&tula monotonie d’une suite.
On peut :

- raisonner par récurrenoeomme cela a été présenté précédemment.

- comparer directement, @t U1 :
- en faisant I'étude du signe de la différengg-un,

- en_comparant le quotieﬁjﬁﬂﬂ si tous les termes sont strictement positifs

n

- faire appel a I'étude d’une fonction f(sir [0,40[, pour les suites de la formeg=i(n).

2. Suite majorée, minorée, bornée

2.1 Définitions

Soit (y4y) une suite.

(un) estmajorée s'il existe un réel M tel que, pour tout entielug,< M.
(un) estminorée s'’il existe un réel m tel que, pour tout entietz m.
(un) estbornéesi elle est majorée et minorée.

Remarque

Si une suite est majorée par un réel A, elle Beggtlement par tout réel supérieur a A.
De fagon similaire, Si une suite est minorée paréei B, elle I'est également par tout réel
inférieur a B.

2.2 Exemples
1) (w,) définie surd\{0} par un=%est majorée par 1, et minorée par 0, elle est donc

bornée.
2) La suite (W) définie sur] par = n est minorée par 0, mais n’est pas majorée.

2.3 Techniques d’études

Pour démontrer qu’une suite,{&st majorée par M, on peut :
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- raisonner par récurrence
- étudier le signe de;tM

Exercices

1) Etudier la monotonie des suites suivantes :

a) LW=+/3n+8, pour i
_2 *

b) u= o pour i
_n2 *

C) U= B'F’ pour i

d) u, =n+sinn, pour nJO

U, =0
Un+1 =\/un +1

a) Montrer que yest majorée pa}J’z—ﬁ

2) Soit la suite () définie par{

b) Montrer que yest bornée.

pour ntiddl.
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EXEMPLE D'UN DEVOIR
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DEVOIR 2°™ Série A ADRESSER A LA CORRECTION

Exercice 1

2.1

. N - U?! I = :3
On considere la sw{e :'mNdeflnle par ¥~~~ et, pour tout

ne NV(OT), o, = L(du )
3 n-1 n-i

Soit E I'lensemble des suites réelles définieS'slies que, pour tout

Ve ==y, —v )
P ::-1’ 3 ! 4

Montrer qu'il existe deux suites géométriques eeaper terme 1 et de
raison non nulle dans E. Soi€nt ¢:les raisons obtenues.

s b )
Montrer gqu'il existe un coupi@ )de réels tels que pour tout
nel, uw,=ag"+bg,"

En déduire la limite de la suite

Exercice 2

: _ .
Smtw":’m‘telle que pour touton ait D s

Déterminer-en fonction de.et de-.

— P, =n+1




